Devoir maison n°5 : Correction

Exercice 1. (D’aprés ESA PC 2020)

Soient x un réel positif ou nul et ¢, la fonction qui & un réel ¢t € Ry, associe ¢, (t) =

e—t

1+t

“+oo

On pose alors, pour tout x > 0, f(z) = / o (t) dt.
0

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Justifier que la fonction f est bien définie sur R.

Idée : La valeur f(x) est bien définie si l’intégrale la définissant est convergente.

La fonction ¢, est continue sur [0;+oo[ comme quotient de fonctions usuelles dont le dénominateur
ne s’annule pas sur cet intervalle.

e—t

~ di+tat
(fonction de référence) donc pas comparaison ‘ @z est intégrable sur [0;4o00] ‘

< et Ort i et est intégrable en +oo

De plus, pour tout = > 0 et tout ¢t > 0, |f(¢)]

Remarque : on aurait aussi pu montrer que p(t) Mo o(1/t?).
— 100

Ainsi ‘ f est bien définie sur R ‘

Calculer f(0).

D’abord, d’apres la question précédent, on peut calculer f(0) car I'intégrale correspondante est conver-

gente.
oo ot +00

. - _ [ —t 0 (_ _
On a directement f(O)—/O 1+0dt—[ e } 0—(-1)=[1]

0

Déterminer le sens de variation de la fonction f sur Ry. On pourra comparer f(z) et f(y) pour deux
éléments x et y de Ry tels que z < y.

Idée : Comme le suggeére l'indication, on revient ici a la définition de la (dé)croissance d’une fonction.
En particulier, il n’est pas toujours nécessaire de dériver une fonction pour obtenir ses variations.

Soient 0 < x < y. Pour tout ¢ > 0, on a

<
r=y Q xt >0
xt <yt
1 1 > +1 puis passage da l’inverse
>
14zt 14yt »
ot ot xe " 2>20
pa(t) = > = ¢y(t)
Lo L > Croissance de lintégrale
f(x) > f(y)

Autrement dit, ‘la fonction f est (strictement) décroissante sur R ‘

Démontrer que la suite (f(n)) converge vers une limite £ dont on donnera la valeur.

neN

Idée : Théoréme de convergence dominée sur |0;+o0].

e Soit t > 0. On a 1+nt ——— +oo donc @, (t) —— 0. Autrement dit la suite de fonctions (pp,)
n—-+00 n—+o00 w®

converge simplement sur R vers la fonction nulle, qui est continue (par morceaux) sur |0 ; +ool.

o Hypothése de domination : Soit n € N. Comme dans Q1, pour tout ¢t > 0, on a |¢,(t)] < e~'. La
fonction ¢ — e~ est indépendante de n et intégrable sur ]0; +oo[ (fonction de référence).
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D’apres le ‘théoréme de convergence dominée ‘, on en déduit que

. . = TcD [T .. =
Am fe) = [ e0@™ [Tt egat= [T 0d =[]
Exercice 2. Un peu de calcul
5 1 =2
On considere la matrice M = [ 10 0 —6
5 =2 1

Q5. Soit x € R. Calculer det(zI3 — M) sous forme factorisée.
Pour cela, on commencera le calcul par lopération Cy <+ Cy + Co + Cs.

r—5 —1 2
Soit z € R. D’abord on forme zls — M = | —10 = 6 (en faisant attention auz signes). On
-5 2 -1
procede alors au calcul du déterminant en commencant par I'opération proposée par I’énoncé :
r—5 —1 2
det(zls — M) =|-10 =« 6
—5 2 -1

Ci+CL+Ca+Cs3
r—4 -1 2
=|lz—4 =z 6
zr—4 2 xz-1

linéarité Cq

1 2 r—1 LQ(—LQ—Llet
1 -1 9 Ly + L3 —1;
=(x—4)10 z+1 4

0 3 z—3 >

dvp. Cq
=(r—4)x1x

rz+1 4
3 r—3

=(@x—-4)[(z+1)(z—3) -3 x4]
= (z — 4)(z% — 2z — 15)
=z -9(z-5)(+3)|

> A = 64, racines 5 et —3

Q6. Résoudre I'équation M X = —3X d’'inconnue X € Ms;(R).

"
Notons X = (y) une solution de M X = —3X. Cela équivaut a

z

5+ y—2z2= -3z Bx+ y—22=0 8r+y—22=0
It by =il r=0
10z —6z2=-3y < (10z4+3y—62=0 "< —6z =0 <~
L3<«+Ls+2L4 Yy = 22’
S5r — 2y + 1z = -3z 5 — 2y +4z =10 21z =0

=N O

z

0 0
Ainsi les solutions de M X = —3X sont les vecteurs de la forme (2z> =% (2) , i.e. ’ensemble | Vect( (
1

) |
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Exercice 3. Autour des matrices semblables

Q7. Soit Sy = AL, avec A € R (on dit que S est une matrice scalaire).
Déterminer toutes les matrices de M, (R) semblables a S.

Soit M € M, (R) semblable & Sy. Soit P € GL,(R) telle que M = PS\P~!. On a alors M =
PM,P~1 = PP 1 =)I, = S,. Ainsi ‘la seule matrice semblable & S est elle-méme ‘

Soient maintenant A et B deux matrices de M,,(R) qui sont semblables.
Q8. Question de cours : (re)démontrer que det(A) = det(B), tr(A) = tr(B) et rg(A) = rg(B).

Soit P € GLy(R) telle que B = PAP~!.

e Pour le déterminant et la trace, on utilise leurs propriétés usuelles.

_ -1 - -1
det(B) = det(PAP™) > multiplicativité | 1(B) =tr(PAP™") 2 ) = T
= det(P) det(A) det(P~1) ¢ det = tr(P~1PA)
1 p—
= det(P) det(4) e EYEZ)A)
=tr
= det(A).

e Pour le rang, on utilise une propriété vue en premiere année : le rang d’une application linéaire n’est
pas modifié par composition par un isomorphisme '. Matriciellement cela signifie que le rang n’est pas
modifié par multiplication par une matrice inversible. En particulier

rg(A) = rg(PAP™!
rg(AP!)
=rg(A).

) ) P est inversible

Q P! qussi

Q9. Grace a la question Q7, donner deux matrices de taille 3 qui ont méme déterminant, méme trace,
méme rang, et qui pourtant ne sont pas semblables.

D’apres Q7, il suffit de choisir une matrice qui a méme déterminant, méme trace et méme rang

1 00 1 1 1
qu’une matrice scalaire mais qui n’est pas scalaire. Par exemple s = |0 1 0|etC= (0 1 1
0 0 1 0 0 1

conviennent : elles ont pour déterminant 1 (elles sont triangulaires donc leur déterminant est le produit
de leurs coefficients diagonaux), pour trace 3 et pour rang 3 (elles sont déja sous forme échelonnée) et
pourtant d’apres Q7, C' n’est pas semblable & la matrice scalaire I3 (car C' # I3).

Q10. Montrer que pour tout k € N, A* et B sont semblables.

Notons de nouveau P € GL,(R) telle que B = PAP~!. Montrons par récurrence sur k que pour tout
keN,P(k): « BF = PA*P~1 .

Initialisation : D’une part B® = I, et d’autre part PA°P~! = P[,P~! = PP~ =1, i.e. P(0) est
vraie.

Hérédité : Soit k € N et supposons que B¥ = PA*P~1,

Bk’-i-l — B x Bk .
— PAP ! x pAFp—1 27)( )
—1 _
= PAL,AFP~! 2 Sl
= PAFLpL

1. Plus généralement on a le résultat suivant : soient E, F et G trois espaces vectoriels, u € Z(F, F) et v € Z(F,G) deux
applications linéaires de rangs finis. Alors rg(v o v) < min (rg(u), rg(v)).
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Q11.

Q12.

i.e. P(k+ 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a montré que pour tout k € N, B¥ = PA*P~1 j.e.
‘Bk et A¥ sont semblables |.

En déduire que pour tout polynome @ € R[X], Q(A) et Q(B) sont semblables.

Comme précédemment, soit P € GL,(R) telle que B = PAPL.
Soit également @ € R[X]. On écrit Q = ag + a1 X + -+ + agX¢ avec d € N et (ag,...,aq) € R,
Alors
PQ(A)P™! = P(apl, + a1 A+ - + agAY) P71
= (apP + a1PA+ -+ agPAY) P!
= aoPP '+ ayPAP™ ' + - 4 quPAP7!

2 distributivité a gauche
2 distributivité a droite

; QPP—l —1, et Q10
=aol, +a1B+---+aqB

- Q(B).

Ainsi ‘ Q(A) et Q(B) sont semblables ‘

Application : Montrer que parmi les trois matrices

My = et Mz =

O = O
— =
[
— o=
— O

0 1 11
1 0|, Mya=]0 1
11 0 0

il n’y en a pas deux semblables.

D’abord, notons que tr(M;) = 2 alors que tr(Msz) = tr(M3) = 3. Par conséquent, d’apres le deuxieme
point de Q8, ‘Ml ne peut étre semblable a aucune des deux autres ‘

Ensuite, remarquons que rg(Mz —I3) = 2 alors que rg(Ms—1I3) = 3. Or, d’apres la question précédente,
si My et M3 étaient semblables, il en serait de méme pour Q(Maz) et Q(Ms) ou Q(X) = X — 1, ce qui
n’est manifestement pas le cas (d’aprés Q8, deux matrices semblables ont méme rang). Par conséquent,

‘Mz et M3 ne sont pas semblables ‘
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